
GLAVA I 

KRIVE I POVRŠI 

Kriva L u prostoru se zadaje parametarski na sledeći način: 

{

X = x(t) 
L : y = y(t) , t E I, 

z = z(t) 
(1) 

(skalami oblik), ili 

L : r(t) =; (x (t) , y(t), z(t)) , t E I (1') 

(vektorski oblik), gde je I e R interval u širem smislu (otvoren, zatvoren, 
poluotvoren, konačan ili beskonačan), a funkcije x(t), y(t), z(t) neprekidne, 
diferencijabilne ili neprekidno-diferencijabilne, zavisno od potrebe. 

Kriva L može još biti zadata i na sledeće načine: 

(eksplicitni oblik); 

(implicitni oblik). 

L: { y = y(x) x E I 
z = z(x), 

L: { Fl(X,y,z) = O 
F2(X, y, z) = O 

Površ S (S e ]R3) se zadaje parametarski na sledeći način: 

{
X = x(u,v) 

S : y = y( U, v) , (u, v) E l:::. 
z = z(u, v) '. 

(skalami oblik), ili 

S: r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), 

(2) 

(3) 

(4) 

(4') 

(vektorski oblik), gde je l:::. dvodimenzionalni povezan. skup u ravni uOv, a 
x(u, v), y(u, v), z(u, v) su funkcije dve promenljive koje "zadovoljavaju slične 
uslove kao što je spomenuto za funkcije date u (1). 

Ostali oblici jednačina površi-S: 

S: z = z(x,y), (x,y) E D (D e xOy) (5) 

(eksplicitni oblik); 
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S : F(x,y, Z) ~ O (6) 
(implicitni oblik). 

1° Ako tačka Mo{xo,YO,zo) pripada L, tj. ako se koordinate xo, Yo, Zo 
te tačke dobijaju iz sist~a, (ll za ~ko t ::;: ~o{a.,k~ je u pitanju parametarski 
oblik), ili za x = Xo iz (2), iIi, pak, zadovoljavaju sistem (3), tada jednačina 
tangente na krivu L u tački Mo(xo, Yo, zo) glasi: 

x - Xo Y - Yo z - Zo 
1': -,- = -- = --o (7) 

ai ' 'fl2 a3 
gde je cl = (al, a2, a3) i= O vektor tangente; koji u zavisnosti od načina 
zadavanja krive L «1), (2) iIi (3)) ima redom oblik: 

cl = (x' (to), y'{to) , z' (to); (8) 

cl= (l,y'(xo),z'(xo»; (9) 

(lO) .... (I F{y F{z l' '\ Fiz Ftx I I: Fix F{y \) 
q, =7, , ,F!. FF' R' R' " Po' Jil2"y' 2y 2z 2z 2x 2:1: 

(gde:'su svi pArcijalni izvodi izračunati 1itački Md). 
J ednačirian'Ormlllne ravrii' ~' mve L' u tački Mo (xo; YO, zo) glasi: 

TJ : al (x...,.: xo) + (J;2(Y - YO) + a3(Z- Zo) :::: O, (11) 

g~ je cl = (al, a2, a3) (i= O) vektor tangente !hive L u tački Mo, a koji ima 
prethodno spomenute oblike (zavisno od načina zadavanja krive L). 

2° Jednačina tangentne ravni površi S u tački Mo{xo, YO, zo) te površi 
glasi: 

A{x - xo) + B(y - YO) + G(z'~ zo) = O, (12) 
gde je fi = (A, B, G) vektor normale te površi u tački Mo. U zavisnosti od 
oblika jednačinepovrši B" (4), (5) ili (6), iInamp redom sledeće vrednosti 
vektora fi: .... (I y~ z~ II z~ x~ II x~ :y~ I) (13) 

n = y~ 'z~ , z~ x~ ',x~ y~ 
gde su parcijalni izvodi izračunati za u = uo i v = vo, koji odgovaraju tački 
Mo; 

fi = (z~{xo, Yo), z~(XO, YO); --':1); 

:;n:,'; fi = (F~{xo, Y\hzo},F;(xo,YO,zO)l F;(xo, Yo, zo»· 
Jednačine normale površi u tački, Mo(xo, YD, zo) te površi glase: 

x - Xo Y - Yo z - Za 
~=J3=-C' 

(14) 

(15) 

gde je fi = (A, B, G) prethodno spomenuti vektor normale površi koji ima 
jedan od oblika (13), (14) ili (15). 









§З. Krive linije па povrsi 

Neka је povrs data jednacinoт r = r (u,v). Тааа је pr\fa os

novna forтa Р 1 povrsi odredjena sa 

-+ 2 (dr) < , 

gde је r ~du + r ~ dv • 
и v 

Moze se pisati аа је 

F = Е du2 +2Fdudv + Gdv2 , 
1 

Е = (r~) 2, F = (r ~ . r ~) , 
и и v 

Jedinicni vektor norтale povrsi је odredjen sa 

-+ 
п 

-+-... -+ ... r xr 
и v 

Druga osnovna forтa povrsi је 

2.... .... ........ 2 2 
F 2 = (d r 'no ) = - (dr 'dno ) = L du +2Mdudv + Ndv • 

gde је 

d2r=r"du2+2r~dUdv+r" dv2 • 
ии uv vv 

Neka је К krivina povrsi и tacki (u,v) и pravcu 
1 

(du, dv), а R = К 

poluprecnik krive с dobivene norтalniт presekoт povrsi и toт 



- 252 -

pravcu. Тааа је 

К 
1 

F 2 

R F 1 

2 2 
L ди + 2 Mdudv + Ndv 

2 2 
Edu + 2Fdudv + Gdv 

Podelivsi i brojitelj i 

то К kao funkciju оа u,v 

imenitelj 
. du 

gornjeg razlomka sa d,,2dobija-

~ -
dv 

к = f(u,v, du ) 
dv 

Pravci za koje К ima maksimalnu i minimalnu vrednost и fiksira

пој tacki (u,v) ZQVU se glavni pravci и toj tacki. Mogu se dobi

ti kao resenja jednacine 

к - = о 
Х 

gde је 
du 

Х = dv • 

G:lavnimpravcima odgovaraju glavne krivine, i опе mogu biti оахе

ајепе i kao koreni jednacine 

(а) 

Ako su K1 i К2 glavne krivine, tada su R1 = ~l i R2 = ~2 

glavni poluprecnici. ~(Kl +К2 ) zove se srednja krivina, а K 1 К2 
se zove Gaussova krivina povrsi. Iz jednacine (а) imamo 

EN-2FM+GL 
2 

EG - F 

Gaussova krivina povrsi se moze izracunati i preko formule 

R1212 
К = 

g 

Kriva па povrsi cija tangenta и svakoj tacki ima pravac jednog 

оа glavnih pravaca и to'j tacki, zove se linija krivine krive. te 

povrsi. 

Ako su x 1 i Х2 resenja jednacine K~ О, to је 

du 
x 1 dv )1= f 1 (u,v) 

du 
Х2 = ( dv )2= f 2 (u,v) 

Integralne krive gornjih diferencijalnih jednacina su linije 

krive. Ako је и nekoj tacki K~= О, tada је svaki pravac glavni 
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pravac, tj. normalna krivina је ista za svaki pravac u toj tacki, 

i ta tacka se zove pupcasta tacka povrsi. 

to је 

tj. 

Kako 

к = 

је 

Lx2 + 2Мх + N 

Ех2 + 2Fx + G 
х 

ди 

dv 

к' = о za оnо х koje је resenje jednacine 
х 

(FL-МE)X2 + (GL-NE)х + (GM-FN) = о , 

-1 
2 

х -х 

Е F G О 

L М N 

Posle mnozenja prve vrste sa dv2 dobijamo 

dv 
2 

-dudv ди 
2 

Е F G О 

L М N 

sto predstavlja diferencijalnu jednacinu linije krivine. 

Koristeci Rodrigovu formulu koja kaze да је za glavne 

pravce, tj. za pravce u kojima је glavna krivina ekstramalna, 

imamo jos i sledece diferencijalne једnасјnе lјnјје krive: 

->-
л dr 

sto povlaci да је 

dr· п х dn .... [->- ->-] = о 

1 
Kako u prvoj aproksimaciji ~ Р 2 predstavlja rastojanje 

d tacke ;(и+ди, v+dv) од tangentne ravni povrsi povucene u tac
.... 

ki r(u,v), to се biti istog znaka za svako Х, 

ди 
vac dv 

(Ь) 

ako је diskriтinanta kvadratnog trinoma 

Lx2 + 2Мх + N 

tj. za svaki pra-

negativna, tj. ako је м2 - LN < О i takva ta6ka povrsi se zove eli

pticna tacka. и okolini te ta6ke povrs је sa iste strane tangen-

tne ravni. 



Ako је diskriminanta od 
du 

tada се postojati pravci dv za 
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(ЬЈ pozitivna, 

koje је F 2 >0 i 

2 
tj. !>' - LN > О 

takvi za koje је 

F2 <О, tj. povr' се u toj ta6ki biti sa razne strane tangentne 

ravni. Takva tatka se zove hiperbolitna tatka povr'i. Pravci za 
. 2 

koje је F 2 = О t]. Lx + 2Мх + N =0 zovu se asimptotski pravci u od-

redjenoj tatki i u tim pravcima tangentna ravan dodiruje povrs. 

Kriva па povr.i tija је tangenta u svakoj tatki kolinearna sa 

asimptotskim pravcem u toj ta6ki zove se asimptotska linija po~ 

vr'i. Normalna krivina asimptotskih linija је nula. Dobijaju se 

kao integralne krive diferencijalne jednatine Р2 =0. Iz 

hiperbolitne tatke povr.i izlaze dve asimptotske linije. 

svake 

Ako је м 2 - LN = О, tada jedna6ina Lx 2 + 2Мх + N ima jednu 

dvostruku nulu i postoji samo jedan pravac duz koje tangentna 

ravan dodiruje povr'. Takva tatka povr.i zove se parabolitna tat-

ka povr'i. 

Ako glavna normala krive е 1 zaklapa sa normalom povr.i 

ugao е tada је (е 1 lezi па povr.iJ 

R1 = ± R еоз 8 

gde је R1 polupretnik krivine krive e 1 , а R polupretnik krivine 

krive е, koja se dobija normalnim presekom povrsi u ta6ki krive 

е 1 i u pravcu iste. oskulatorna ravan krive е sadrzi tangentu 

krive е 1 i normalu povr'i. (е i еl imaju istu tangentu!. 

Kriva па povr.i koja је постаlпа па nivoskoj liniji ро

vr'i z =0 zove se linija najve6eg nagiba. 

Krive па povr.i kod kojih se glavna постаlа povrsi ро

klapa sa glavnom постаl0т krive u svakoj tatki krive zovu se 

geodezijske linije povr'i. 

vazi 

tj. 

Normala povr.i је tada постаlпа па binormalu krive, tj. 

-+ 
п [. -+ 2-+] .dr х d. r О 

[ -+ ~ -+ Ј [-+ 2-+] r х r • dr х d r 
u v 

О 
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